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2008年全国高中数学联合竞赛湖北省预赛试题第11题：设P为椭圆 eq \f(x2,4) ＋  eq \f(y2,3)＝1上的一个动点，过点P作椭圆的切线与⊙O： x2＋y2＝12相交于M、N两点，⊙O在M、N两点处的切线相交于点Q，求点Q的轨迹方程.

为行文方便对以上问题我们有以下结论：

定理1 设P为曲线L1：  eq \f(x2,a2) ＋  eq \f(y2,b2)＝1(a>b>0)上的一个动点，过点P作曲线L1的切线与曲线L2：x2＋y2＝r2(r>a>b>0)相交于M、N两点，曲线L2在M、N两点处的切线相交于点Q，则点Q的轨迹方程为：eq \f(r4,a2) eq \f(x2,)
 ＋ eq \f(r4,b2) eq \f(y2,)
 ＝1.

证明：设P（x0，y0），Q（x1，y1），点P在曲线L1：  eq \f(x2,a2) ＋  eq \f(y2,b2)＝1上，

故：2,0) eq \f(x,a2)
 ＋ 2,0) eq \f(y,b2)
＝1    （1），过P（x0，y0）的曲线L1的切线方程为： eq \f(x0x,a2) ＋  eq \f(y0y,b2)＝1   （2）

QM、QN为曲线L2：x2＋y2＝r2的两条切线，切点弦MN所在直线方程为：x x1＋y1y＝r2  （3）

由于（2）、（3）表示同一条直线，故 eq \f(x0,a2) eq \f(,x1)
 ＝ eq \f(y0,b2) eq \f(,y1)
 ＝ eq \f(1,r2)，得：x0＝ eq \f(a2x1,r2)，y0＝ eq \f(b2y1,r2)      （4）

将（4）代入（1）化简得： 2,1) eq \f(x, eq \f(r4,a2))
 ＋ 2,1) eq \f(y, eq \f(r4,b2))
 ＝1

所以点Q的轨迹方程为：eq \f(r4,a2) eq \f(x2,)
 ＋ eq \f(r4,b2) eq \f(y2,)
 ＝1.
类比到双曲线我们有：

定理2 设P为曲线L1： eq \f(x2,a2) －  eq \f(y2,b2)＝1(a>0，b>0)上的一个动点，过点P作曲线L1的切线与曲线L2： x2＋y2＝r2(r>0)相交于M、N两点，曲线L2在M、N两点处的切线相交于点Q，则点Q的轨迹方程为：eq \f(r4,a2) eq \f(x2,)
 － eq \f(r4,b2) eq \f(y2,)
 ＝1.
证明：设P（x0，y0），Q（x1，y1），点P在曲线L1：  eq \f(x2,a2) －  eq \f(y2,b2)＝1上，

故：2,0) eq \f(x,a2)
 － 2,0) eq \f(y,b2)
＝1    （1），过P（x0，y0）的曲线L1的切线方程为： eq \f(x0x,a2) －  eq \f(y0y,b2)＝1   （2）QM、QN为曲线L2：x2＋y2＝r2的两条切线，切点弦MN所在直线方程为：x x1＋y1y＝r2    （3）由于（2）、（3）表示同一条直线，故 eq \f(x0,a2) eq \f(,x1)
 ＝－eq \f(y0,b2) eq \f(,y1)
 ＝ eq \f(1,r2)，得：x0＝ eq \f(a2x1,r2)，y0＝－ eq \f(b2y1,r2)     （4）

将（4）代入（1）化简得： 2,1) eq \f(x, eq \f(r4,a2))
 － 2,1) eq \f(y, eq \f(r4,b2))
 ＝1
所以点Q的轨迹方程为：eq \f(r4,a2) eq \f(x2,)
 － eq \f(r4,b2) eq \f(y2,)
 ＝1.
类似的对于抛物线有：

定理3 设P为曲线L1：y2＝2p x（p>0）上的一个动点，过点P作曲线L1的切线与曲线L2：x2＋y2＝r2（r>0）相交于M、N两点，曲线L2在M、N两点处的切线相交于点Q，则点Q的轨迹方程为：y2＝－ eq \f(2 r2,p)x.
证明：设P（x0，y0），Q（x1，y1），点P在曲线L1： y2＝2p x上，

故：y eq \a(2,0)＝2p x0   （1），过P（x0，y0）的曲线L1的切线方程为：y0y＝p (x＋x0)        （2）

QM、QN为曲线L2：x2＋y2＝r2的两条切线，切点弦MN所在直线方程为：x1x＋y1y＝r2     （3）由于（2）、（3）表示同一条直线，故  eq \f(p,x1) ＝－  eq \f(y0,y1) ＝－  eq \f(p x0,r2)，得：x0＝－ eq \f( r2, x1)，y0＝－ eq \f( p y1, x1) （4）

将（4）代入（1）式化简得： y eq \a(2,1)＝－ eq \f(2 r2,p) x1
所以点Q的轨迹方程为：y2＝－ eq \f(2 r2,p)x.

把以上三个定理中的L2分别用椭圆、双曲线、抛物线代替可得以下有趣的结论：
定理1(a)  设P为曲线L1： eq \f(x2,a2) ＋  eq \f(y2,b2)＝1（a>b>0）上的一个动点，过点P作L1的切线与曲线L2： eq \f(x2,m2) ＋  eq \f(y2,n2)＝1（m>a>0，n>b>0）相交于M、N两点，曲线L2在M、N两点处的切线相交于点Q，则点Q的轨迹方程为：eq \f(m4,a2) eq \f(x2,)
 ＋ eq \f(n4,b2) eq \f(y2,)
 ＝1.

定理1(b) 设P为曲线L1： eq \f(x2,a2) －  eq \f(y2,b2)＝1（a>0，b>0）上的一个动点，过点P作L1的切线与曲线L2： eq \f(x2,m2) ＋  eq \f(y2,n2)＝1（m>0，n>0）相交于M、N两点，曲线L2在M、N两点处的切线相交于点Q，则点Q的轨迹方程为：eq \f(m4,a2) eq \f(x2,)
 － eq \f(n4,b2) eq \f(y2,)
 ＝1.

定理1(c) 设P为曲线L1：y2＝2p x（p>0）上的一个动点，过点P作L1的切线与曲线L2： eq \f(x2,m2) ＋  eq \f(y2,n2)＝1(m>0，n>0)相交于M、N两点，曲线L2在M、N两点处的切线相交于点Q，则点Q的轨迹方程为：y2＝－ eq \f(2 n4,pm2)x.

定理2(a) 设P为曲线L1： eq \f(x2,a2) ＋  eq \f(y2,b2)＝1（a>b>0）上的一个动点，过点P作L1的切线与曲线L2： eq \f(x2,m2) －  eq \f(y2,n2)＝1(m> 0，n> 0)相交于M、N两点，曲线L2在M、N两点处的切线相交于点Q，则点Q的轨迹方程为：eq \f(m4,a2) eq \f(x2,)
 ＋ eq \f(n4,b2) eq \f(y2,)
 ＝1.

定理2(b) 设P为曲线L1： eq \f(x2,a2) －  eq \f(y2,b2)＝1（a>0，b>0）上的一个动点，过点P作L1的切线与曲线L2： eq \f(x2,m2) －  eq \f(y2,n2)＝1(m> 0，n> 0)相交于M、N两点，曲线L2在M、N两点处的切线相交于点Q，则点Q的轨迹方程为：eq \f(m4,a2) eq \f(x2,)
 － eq \f(n4,b2) eq \f(y2,)
 ＝1.

定理2(c) 设P为曲线L1：y2＝2p x（ p>0）上的一个动点，过点P作L1的切线与曲线L2： eq \f(x2,m2)－  eq \f(y2,n2)＝1（m>0，n>0）相交于M、N两点，曲线L2在M、N两点处的切线相交于点Q，则点Q的轨迹方程为：y2＝  eq \f(2 n4,pm2)x.

定理3(a) 设P为曲线L1： eq \f(x2,a2) ＋  eq \f(y2,b2)＝1（a>b>0）上的一个动点，过点P作L1的切线与曲线L2：y2＝2q x(q>0)相交于M、N两点，曲线L2在M、N两点处的切线相交于点Q，则点Q的轨迹方程为： eq \f(x2,a2) － eq \f(a2q2,b2) eq \f(y2,)
 ＝1.

定理3(b) 设P为曲线L1： eq \f(x2,a2) －  eq \f(y2,b2)＝1（a>0，b>0）上的一个动点，过点P作L1的切线与曲线L2： y2＝2q x(q>0)相交于M、N两点，曲线L2在M、N两点处的切线相交于点Q，则点Q的轨迹方程为： eq \f(x2,a2) ＋ eq \f(a2q2,b2) eq \f(y2,)
 ＝1.

定理3(c) 设P为曲线L1：y2＝2p x(p>0)上的一个动点，过点P作L1的切线与曲线L2：y2＝2qx(q>0)相交于M、N两点，曲线L2在M、N两点处的切线相交于点Q，则点Q的轨迹方程为：y2＝ eq \f(2 q2,p)x.

限于篇幅请读者自行证明.
通讯地址   南京市金陵中学

                                              E－mail    songhuijln666@126.com
                                              邮   编    210005

                                              电   话    13705196086 
PAGE  
1

