以“教学生思考”为目标的数学教学案例研究

                          ——以“平面向量的数量积”为例

南京市中华中学  夏小强   210019

1．问题的提出

南京师范大学的涂荣豹先生认为，数学教学的目标有三个：一是使学生爱学；二是会学；三是发展学生的认识力，发展学生的认识力指的就是数学的教学要教学生学会思考。
教师在教学过程中，对数学知识的呈现方式存在差异，这种差异对学生获得数学知识也许影响不大，但对学生数学思维活动的影响却可能有很大的差别。
2．教学内容说明

向量是刻画现实世界的重要数学模型，力、速度、位移等都是向量的实际背景，可以用向量加以刻画和描述。用什么样的数学模型来刻画位移、速度、力这样的量？这个数学模型有什么性质与应用？这就是《平面向量》的中心问题，也是本章的知识学习的固着点。
向量的数量积是在向量的线性运算基础上学习的一种新的运算，向量的线性运算是封闭性运算，而向量的数量积运算是不封闭性，运算的对象是二元的，而运算的结果又是一元的，这种运算的不封闭性对学生的认知造成了很大的失衡。
3．教学案例分析
笔者近期听了两堂关于 “平面向量的数量积”的课， 两位老师的教学过程都分为五个环节：问题情境——抽象模型——辨析模型（内涵、外延）——模型性质（运算律）——数学应用，两位老师都是以“问题”的形式来推动教学过程。
本文结合其中的环节一和环节四，来探究在教学中如何实现教学生“学会思考”。
3.1环节一．问题情境 
【甲教师】
师：（问题1）向量的运算有向量的加法、减法、数乘，叫做向量的线性运算，那么向量与向量能否“相乘”呢？ 
生：能。
师：向量与向量“相乘”这种运算怎么定义呢？
生：应该不是线性运算。
师：为什么？
生：老师，向量的加法、减法、数乘，叫做向量的线性运算，向量与向量“相乘”没有和它们放在一起学，那肯定和它们不一样了。
师：怎么个不一样法？
生：······
师：我们是怎么得到向量的线性运算的，它的结果是什么？

生：是通过将实际生活中，物理中的矢量的合成与分解，速度在某时间段的位移抽象出来的，得到的结果还是向量。
师：那你想一想，向量与向量“相乘”的结果是什么呢？
生：那应该不是向量了。

师：结果不是向量那只能是什么？

生：数······数量······（不是很肯定）
师（点头）：是数量，那我们在实际生活中有这样的物理背景吗？

生：做功，力做功的结果就是标量，是一个数。

师：好，那我们来分析这个物理背景。看看从求功的运算中可以抽象出什么样的向量运算？
【乙教师】
师：前面我们已经学过的向量、向量的加法，减法，实数与向量的数乘，向量的加法、减法、向量的数乘我们称之为向量的线性运算。它们都是对实际问题的刻画。（附表1）
	生活情境
	刻画
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（表1）
师：（问题1）向量的线性运算可以刻画出所有的矢量运算吗？

生：（思考了一会）不能，不能形容矢量的做功运算。
师：为什么？
生：矢量的做功得到的结果是一个标量，也就是数，而你列举的三种运算得到的结果都是向量。
师：那怎么办？
生：应该引入一种新的运算，用这种运算来刻画力的做功。 
师：你准备如何定义这种运算？
生：现在还没想好，我想我们应该先分析矢量做功这个物理背景，找出这个物理背景中和数学有关的元素。

师：研究数学元素的目的是什么？
生：建立数学的量的关系，就像从力的合成与分解中，得出向量的加法、减法一样。
师：对，建立物理背景中数学的量的关系就是建立数学模型，下面，请大学先分析做功这个物理背景。
【教学意图】
甲教师：从数学知识内部发展的需要引入概念，前面学习了向量的线性运算，接下来就应该学习向量的非线性运算，并根据线性运算的结果，引导学生得出新运算的结果是数，侧重数学知识的联系和对比。
乙教师：从实际问题中抽象出向量的概念及运算（数学模型），然后用数学的方法研究数学模型，最后再运用数学模型去解决实际问题。突出了知识的来龙去脉，有助于学生对数学完整的认识。

【案例分析】
情境的引入要能体现学习新知识的必要性，学习新知识的必要性一般有两种情况：一是从数学概念体系的发展过程中引入新概念，也就是从数学的内部出发，在原有知识的基础上，通过归纳、比较、分析等思维活动，寻找新知识与原有知识的区别与联系，建立新的知识，甲教师是这样引入的；二是从解决实际问题的需要出发引入新概念，原有的知识不能解决新的问题，需要引入新的知识来刻画，乙教师是采用这种方式引入的。
甲教师的引入虽然体现了新知识与原有知识的联系，但是学生不能认识到学习向量的数量积的必要性，只是因为前面学过了向量的线性运算，所以今天就要学非线性运算，但是学习这个知识有什么用呢？非线性运算是怎么来的呢？这些都是通过老师以设问的方式提出来的，虽然学生也能在老师的引导下去研究，但这是一种停留在数学知识本身的学习，这种学习相对被动，学生被老师牵着走，学生的思维难以得到激发。 

乙教师的问题情境能够让学生认识学习向量数量积的必要性，教师的提问不是直接指向数学知识本身，而是通过一系列的元认知提示语，引导学生像数学家一样思考问题，再现知识的“创造”过程，这个“创造”的过程， 就是研究数学的一般方法。不仅仅向量可以这样研究，许多别的知识也可以这样研究，如函数、指数函数、三角函数、数列等。这种教学，不仅教了知识，也教会了学生如何思考。
3.2环节四．向量数量积的运算律 
【甲教师】
师：我们学习了向量的数量积，下面我们来学习向量的数量积的运算律。
（问题3）实数的运算满足哪些运算律呢？
生：交换律、结合律、分配律。
师：那请同学们类比一下，向量的数量积满足交换律、结合律、分配律吗？
（学生计算、思考）3分钟后，
生：满足交换律，不满足结合律。
师：满足分配律吗？

生：应该满足吧。

师：为什么满足分配律，说说理由，你能证明吗？

生：······
师：好，大家类比一下实数的运算，应该是满足分配律的。现在大家还不会证明是因为我们没有学向量的投影，现在我们来学习向量的投影。

（教师开始介绍向量的投影）

【乙教师】
师：我们刚刚一种新的运算——向量的数量积，学习了一种运算后，下一步我们应该研究什么？
生：研究它的性质。
师：哪些性质？

生：是否满足运算的交换律、结合律、分配律？
师：满足吗？ 

（学生计算、思考）

生：满足交换律，不满足结合律，分配律还不确定。
师：怎么不能确定？

生：不知道怎么证明。

师：那怎么办？不会证明就没办法知道是否满足分配律吗？

生：能不能先用特殊的向量试试看？

师：对啊，你为什么不先试试看呢？
（学生用特殊向量计算、验证）

生：满足。
师：为什么满足？
生：我用好几个特殊的向量验证后都满足了。
师：那不特殊的向量也满足吗？你的结论具有一般性吗？

生：那得证明后才能知道了。
师：好，那我们下面就来证明这个结论。
【教学意图】
甲教师：教师通过设问，引导学生通过类比实数的运算律，证明向量的数量积所满足的运算律。

乙教师：引导学生回顾学习数学对象的过程，学习数学对象之后，应该学习数学对象的性质，
 对于在现阶段还不能证明的结论，以追问的形式引导学生用猜想、归纳、验证，最后进行演绎证明。
【案例分析】
数的运算、向量的线性运算、向量的数量积、矩阵的运算是一个发展趋势链，教学应该从发展的角度理解向量的数量积，引导学生认识到数、向量的运算的联系，也为今后引入矩阵及其运算做了铺垫。
两位教师都能通过类比实数，学习向量数量积的运算律。甲教师是直接让学生去比较，乙教师则是引导学生经历“新的数学对象——对象的性质——（若可以进行运算）——运算法则。”过程，这也是概念系统的建立过程，在这个过程中，学生能体会到研究数学的通法， 

这种教学就能促进学生主动地思考如何去研究数学对象。
当学生遇到困难，不会证明向量数量积的分配律时，甲教师是直接进行下一阶段的学习，通过补充新的知识来加以证明。乙教师则是引导学生从特殊到一般，先猜想、再验证、最后证明，这个过程也是数学新知识的发现过程，数学中的许多定理、结论都是这样发现的，如费马定理、庞加莱猜想、希尔伯特问题等，数学家们通过直觉思维猜想某个定理，再通过一些特殊的例子加以验证，最后以严密的逻辑证明。
当然，学生的发现与数学家的发现是不同的，学生是在教师引导下对知识的“再发现”，这种“再发现”可以帮助学生学会思考，思考解决问题的策略，乙教师的教学能引导学生经历这种“再发现”的过程。
四．结束语
数学是思维的科学，数学的发展蕴含着丰富的思想方法，学生学习数学，不仅仅要学数学知识本身，还要学会像数学家一样思考。
数学教学是带领学生对数学知识进行“再创造”的过程，在这个过程中，学生感受数学知识的发生、发展，参与数学结论的发现，参与数学概念系统的创建，从而形成对数学完整的认识，发展理性思维。
教师不仅肩负着教学生知识的任务，更肩负着育人的使命。因此，在教学中如何呈现具体的数学知识，将科学的数学转换成具有教育任务的数学，使之能发挥培养学生思维的作用，是我们共同追求的理想。
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